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Resumen
En este art´ıculo estudiamos el comportamiento de las soluciones de la
ecuacio´n de segundo orden no lineal amortiguada
x′′ + φ(t, x, x′) + a(t) g(x)k(x′) = 0,
sin la condicio´n signum: x g(x) > 0, si x 6= 0. Establecemos condi-
ciones suficientes para la prolongabilidad al futuro y el acotamiento de
sus soluciones, generalizando trabajos anteriores en esta tema´tica.
Frases y palabras claves: Amortiguamiento no negativo, prolongabi-
lidad al futuro, acotamiento, ecuaciones diferenciales no lineales.
Clasificacio´n MSC (2000): 34C11, 34A12.
Abstract
In this paper we study the behaviour of solutions of second order damped
nonlinear differential equation x′′+φ(t, x, x′)+a(t) g(x) k(x′) = 0, with-
out the signum condition: x g(x) > 0 for all x 6= 0. We establish sufficient
conditions for the continuability in the future and boundedness of solu-
tions of this equation. Our results generalize a number of existing results.
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1 Introduccio´n
El acotamiento y la prolongabilidad al futuro de las soluciones de ecuaciones
no lineales, y su interrelacio´n con otras propiedades del comportamiento cua-
litativo de tales soluciones, como la estabilidad, la existencia de soluciones
perio´dicas, la oscilabilidad y otras, son ampliamente estudiados por numerosos
especialistas y constituyen sin lugar a dudas tema´ticas omnipresentes en la
Teor´ıa Cualitativa de las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias no Lineales.
Sea dada la ecuacio´n diferencial
x′′ = Φ(t, x, x′) (1.1)
y su sistema equivalente
x′ = y, y′ = −Φ(t, x, y), (1.2)
con Φ ∈ C(W+t1 ,<), es decir, Φ es una funcio´n continua en W+t1 = <+t1×<×<,
donde < =] −∞,+∞[, <+t1 = [t1,+∞[, y t1 ∈ <; para ella supondremos a lo
largo del trabajo que para todo (t0, x0, y0) ∈W+t1 , existe una u´nica solucio´n no
prolongable a la derecha x = x(t) de la ecuacio´n (1.1) definida en I+t0 = [t0, τ
+[,
(t0 < τ+ ≤ +∞), tal que x(t0) = x0 y x′(t0) = y0. Por solucio´n entenderemos
una solucio´n no prolongable, y cuando τ+ = +∞, diremos que la solucio´n es
prolongable al futuro.
El estudio del comportamiento de las soluciones cuando t→ τ+ es esencial en
la determinacio´n de condiciones suficientes para la prolongabilidad al futuro de
tales soluciones. Es de utilidad en este trabajo el hecho de que el acotamiento
de una solucio´n del sistema (1.2) es condicio´n suficiente para su prolongabil-
idad al futuro (H. K. Wilson [20] y W. Hurewicz [7]). As´ı, una solucio´n de
la ecuacio´n (1.1), x = x(t), t ∈ [t0, τ+[, es no prolongable al futuro, es decir,
τ+ < +∞ so´lo si se cumple que
lim sup
t→τ+
[|x(t)|+ |x′(t)|] = +∞.
Un caso particular del sistema (1.2) es el sistema auto´nomo
x′ = y, y′ = −f(x) h(y) y − g(x) k(y), (1.3)
donde h, k ∈ C(<, ]0,+∞[) y f, g ∈ C(<,<). Si adema´s h(y) ≡ k(y) ≡ 1 en
<, entonces el sistema (1.3) se convierte en el ampliamente conocido sistema
tipo Lie´nard
x′ = y, y′ = −f(x) y − g(x). (1.4)
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Para facilitar la exposicio´n adoptaremos las siguientes notaciones:
G(x) =
∫ x
0
g(s) ds,
K(x) =
∫ x
0
s
k(s)
ds,
F (x) =
∫ x
0
f(s) ds, x ∈ <.
El comportamiento cualitativo de las soluciones de los sistemas (1.3) y (1.4)
ha sido investigado por muchos autores. Burton [1] establecio´ que si en el
sistema (1.4) se tienen las condiciones
(D+x ) : f(x) ≥ 0, en <,
(G4) : x g(x) > 0 para todo x 6= 0 (condicio´n signum),
entonces para el acotamiento de sus soluciones es necesario y suficiente que se
cumpla
(T ) : lim
x→∓∞{G(x) + |F (x)|} = +∞;
y si en el sistema (1.3), k(y) ≡ 1 en <, y se cumplen (D+x ) y (G4), entonces
todas sus soluciones son acotadas, si y so´lo si, es va´lida (T ).
Heidel [5] para el sistema (1.3) demostro´ que sus soluciones son acotadas si se
cumplen las condiciones (D+x ), (G4), (T ), y adema´s,
(K∓∞) : lim
y→∓∞.K(y) = +∞
Para ecuaciones no auto´nomas de segundo orden se destacan los trabajos de
T. A. Burton y R. Grimmer [2, 3, 4], en los que fueron estudiados, entre otros
aspectos, la prolongabilidad, el acotamiento y la oscilabilidad de las soluciones
de la ecuacio´n
x′′ + a(t) g(x) = 0, (1.5)
donde a ∈ C1([0,+∞[, ]0,+∞[) y g es signum. Siguiendo estos me´todos, J.
A. Repilado–Ramı´rez y A. I. Ruiz–Chaveco, [10, 11, 12, 13, 14] estudiaron
la prolongabilidad al futuro y el acotamiento de todas las soluciones de las
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ecuaciones
x′′ + a(t) g(x) k(x′) = 0, (1.6)
x′′ + f(x)x′ + a(t) g(x) = 0, (1.7)
x′′ + d(t)x′ + a(t) g(x) = 0, (1.8)
donde en las dos u´ltimas son va´lidas, respectivamente, las condiciones: (D+x )
y d(t) ≥ 0 en [0,+∞[.
Posteriormente, S. Vera–Hechavarr´ıa y A. I. Ruiz–Chaveco [18, 19] retoman
el estudio de tales aspectos del comportamiento cualitativo de las soluciones
de la ecuacio´n (1.6) y mejoran los resultados anteriores de Repilado–Ramı´rez
y Ruiz–Chaveco.
A. Salas–Robert [15] generaliza estos me´todos a la ecuacio´n
x′′ + f(x)x′ + a(t) g(x) k(x′) = 0, (1.9)
donde k ∈ C(<, ]0,+∞[) satisface acotaciones del tipo mk ≤ k(y) ≤Mk en <,
siendo mk yMk constantes positivas, suposicio´n tambie´n hecha por Repilado–
Ramı´rez, Ruiz–Chaveco y Vera–Hechavarr´ıa en el estudio de la ecuacio´n (6).
En todos los casos exigen a g la condicio´n signum, exigencia e´sta natural para
el estudio de la oscilabilidad, pero como veremos en este trabajo, susceptible
de ser debilitada. Con tal objetivo, en el caso de ecuaciones no lineales de
segundo orden, y auto´nomas, se han realizado mu´ltiples esfuerzos. Se destacan
los trabajos de J. Sugie [16, 17], Y. R. Zhou [21] y L. Huang [6] en los que la
condicio´n signum, es sustituida, por
(G) : Existe una constante G0 > 0, tal que, G(x) ≥ −G0, para todo x ∈ <,
en el estudio del acotamiento de las soluciones del sistema (1.3).
Recientemente, inspirados en las ideas de Huang, Zhou y Sugie, en [8] Mart´ınez–
Sa´nchez y Ruiz–Chaveco debilitaron la condicio´n signum y obtuvieron nove-
dosos resultados de prolongabilidad al futuro y acotamiento para la ecuacio´n
x′′ + φ(t, x, x′) + l(t, x) k(x′) = 0 (1.10)
y su sistema equivalente,
x′ = y, y′ = −φ(t, x, y)− l(t, x) k(y), (1.11)
con φ ∈ C(W+t1 ,<), l ∈ C(R+t1 × <,<) y k ∈ C(<, ]0,+∞[), y donde, adema´s,
se satisface la condicio´n
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(D+) : y φ(t, x, y) ≥ 0, para todo (t, x, y) ∈ W+t1 , (amortiguamiento no nega-
tivo).
Nos proponemos en el presente trabajo, extendiendo las ideas expuestas en [8],
el estudio de la prolongabilidad al futuro y el acotamiento de las soluciones de
la ecuacio´n
x′′ + φ(t, x, x′) + a(t) g(x) k(x′) = 0 (1.12)
y su sistema equivalente,
x′ = y, y′ = −φ(t, x, y)− a(t) g(x) k(y), (1.13)
con φ ∈ C(W+t1 ,<), g ∈ C(<,<) y k ∈ C(<, ]0,+∞[), bajo el supuesto de que
se cumple la condicio´n (D+) y a ∈ C˜1(<+t1 , ]0,+∞[), donde C˜1(<+t1 , ]0,+∞[)
denota el conjunto de las funciones continuas, positivas y derivables a pedazos
en <+t1 , es decir, para todo segmento [c, d] ⊂ <+t1 existe una particio´n de [c, d],
c = z1 < z2 < · · · < zn = d, tal que la restriccio´n de a a cada subintervalo
]zi, zi+1[ i = 1, 2, . . . , n−1 posee derivada (finita) y, adema´s, existen los l´ımites
laterales de a′ en los extremos de estos subintervalos y son finitos. Por Πa sera´
denotado el subconjunto de <+t1 constituido por los puntos en que a posee
derivada.
De esta forma, bajo suposiciones sobre g ma´s de´biles que la condicio´n signum, y
la suavidad a pedazos de a, y adema´s, con el empleo tradicional de convenientes
funciones energe´ticas mono´tonas no crecientes a lo largo de las soluciones del
sistema (1.13), en las tres secciones en que se organiza este trabajo se demues-
tran condiciones suficientes para la prolongabilidad al futuro, el acotamiento
de las soluciones de la ecuacio´n (1.12) y del sistema (1.13), respectivamente.
Antes de proseguir, introduzcamos las siguientes notaciones, que sera´n de uti-
lidad a lo largo del trabajo:
V (t, x, y) = G(x) +
K(y)
a(t)
,
U(t, x, y) = b(t)V (t, x, y),
 para (t, x, y) ∈W+t1 ,
b(t) = exp
[
−
∫ t
t1
a′(s)−
a(s)
ds
]
, para t ∈ <+t1 ,
a′(t)− =
{
max[0,−a′(t)], si t ∈ Πa,
0, si t ∈ <+t1 \Πa,
a′(t)+ =
{
max[0, a′(t)] , si t ∈ Πa,
0, si t ∈ <+t1 \Πa,
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y
a′(t) ≡ a′(t)+ − a′(t)− en Πa.
2 Prolongabilidad al futuro
Analicemos inicialmente la situacio´n donde es va´lida la condicio´n (G) y, por
otro lado, a es mono´tona no decreciente, es decir, se cumple que
(A+) : a′(t) ≥ 0, para todo t ∈ Πa.
Averigu¨emos, ante todo, el comportamiento de la funcio´n V (definida en la
introduccio´n) a lo largo de las soluciones del sistema (1.13).
Lema 2.1. Si se cumplen las condiciones (D+) y (A+), entonces a lo largo de
cualquier solucio´n del sistema (1.13) la funcio´n V es mono´tona no creciente.
Demostracio´n. Sea (x(t), y(t)), donde t ∈ [t0, τ+[, una solucio´n cualquiera
del sistema (1.13). La funcio´n V a lo largo de tal solucio´n la denotaremos por
V(13) y esta´ dada en [t0, τ+[ como
V(13)(t) = V (t, x(t), y(t)) = G(x(t)) +
K(y(t))
a(t)
;
su derivada para todo t ∈ [t0, τ+[ ∩ <+t1 , es
V ′(13)(t) = g(x(t)) x
′(t)− a
′(t)
a2(t)
K(y(t)) +
1
a(t)
y(t)
k(y(t))
y′(t);
teniendo en cuenta las expresiones de x′ = x′(t) y y′ = y′(t), se obtiene para
tales t que,
V ′(13)(t) = −
a′(t)
a2(t)
K(y(t))− y(t)φ(t, x(t), y(t))
a(t) k(y(t))
.
De las caracter´ısticas de las funciones involucradas y las condiciones (D+) y
(A+), se tiene que V ′(13)(t) ≤ 0 en [t0, τ+[ ∩ <+t1 ; de ah´ı el cara´cter mono´tono
no creciente de V(13) en [t0, τ+[, quedando demostrado el lema.
Esto nos permite demostrar el siguiente
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Teorema 2.1. Si en la ecuacio´n (1.12) se cumplen las condiciones (D+),
(A+), (G) y, adema´s, se tiene que
(K∓∞) : lim
y→∓∞K(y) = +∞,
entonces todas sus soluciones son prolongables al futuro.
Demostracio´n. Supongamos que la afirmacio´n del teorema no es cierta. De
esta forma, existe un (t0, x0, y0) ∈ W+t1 , tal que la solucio´n x = x(t) de la
ecuacio´n (1.12) con valores iniciales x(t0) = x0 y x′(t0) = y0, esta´ definida en
[t0, τ+[, donde τ+ < +∞, y se cumple que:
lim sup
t→τ+
[ |x(t)|+ |x′(t)|] = +∞.
Segu´n el Lema 2.1, la funcio´n V es mono´tona no creciente a lo largo de la
respectiva solucio´n (x(t), y(t)) del sistema (1.13). As´ı, de la condicio´n (G) y
la continuidad de a en <+t1 se tiene que
V(13)(t0) ≥ V(13)(t) ≥ −G0 +
K(y(t))
a(t)
≥ −G0 + K(y(t))
M˜a
,
para todo t ∈ [t0, τ+[, donde M˜a = max{a(t), t ∈ [t0, τ+] } > 0. Luego, para
tales t,
K(y(t)) ≤ M˜a [V(13)(t0) +G0] < +∞.
De (K∓∞) se tiene el acotamiento de y = y(t), o sea, existe una constante
My > 0 tal que |y(t)| = |x′(t)| < My < +∞ en [t0, τ+[; integrando en esta
desigualdad desde t0 hasta t ∈ [t0, τ+[ se tiene
|x(t)| − |x(t0)| ≤ |x(t)− x(t0)|
≤
∫ t
t0
|x′(s)|ds ≤My(t− t0) < My(τ+ − t0),
y
|x(t)| ≤ |x(t0)|+My(τ+ − t0) =Mx < +∞ en [t0, τ+[,
resultando acotadas x = x(t) y y = y(t) en [t0, τ+[; tal contradiccio´n completa
la demostracio´n del teorema.
Si en la ecuacio´n (1.12) y el sistema (1.13) se cumple que φ(t, x, y) ≡ z(t, x, y) y
en W+t1 , donde z ∈ C(W+t1 ,<), tenemos entonces la ecuacio´n
x′′ + z(t, x, x′)x′ + a(t)g(x)k(x′) = 0 (2.1)
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y su sistema equivalente,
x′ = y, y′ = −z(t, x, y) y − a(t) g(x) k(y), (2.2)
respectivamente, que generalizan las ecuaciones (1.5) a (1.9), y algunos casos
particulares del sistema (1.3).
Como consecuencia del teorema anterior es va´lida la siguiente afirmacio´n:
Corolario 2.1. Si en la ecuacio´n (2.1) se cumplen las condiciones (A+),
(G), (K∓∞) y, adema´s, z(t, x, y) ≥ 0 en W+t1 , entonces todas sus soluciones
son prolongables al futuro.
En el caso en que inf{G(x) : x ∈ <} = 0, es decir, cuando se tiene:
(G1) : G(x) ≥ 0, para todo x ∈ <,
podemos privarnos de la exigencia de monoton´ıa de a, y tenemos el siguiente
Lema 2.2. Si se cumplen las condiciones (D+) y (G1), entonces a lo largo
de cualquier solucio´n del sistema (1.13) la funcio´n U (definida en la intro-
duccio´n), es mono´tona no creciente.
Demostracio´n. Sea (x(t), y(t)), donde t ∈ [t0, τ+[, una solucio´n cualquiera
del sistema (1.13). A lo largo de tal solucio´n la funcio´n U la denotaremos por
U(13) y estara´ dada por
U(13)(t) = U(t, x(t), y(t)) = b(t)
[
G(x(t)) +
K(y(t))
a(t)
]
,
y su derivada para todo t ∈ Πa ∩ [t0, τ+[ sera´
U ′(13)(t) = −b(t)
[
a′(t)−
a(t)
G(x(t)) +
a′(t)+
a2(t)
K(y(t)) +
y(t)φ(t, x(t), y(t))
a(t)k(y(t))
]
.
De las caracter´ısticas de las funciones involucradas y las condiciones (D+) y
(G1) se tiene que U ′(13)(t) ≤ 0 en Πa ∩ [t0, τ+[; de ah´ı el cara´cter no creciente
de U(13) en [t0, τ+[, quedando demostrado el lema.
Escogiendo la funcio´n U y procediendo de forma ana´loga a la demostracio´n
del Teorema 2.1, se demuestra el
Teorema 2.2. Si suponemos va´lidas las condiciones (D+), (G1) y (K∓∞),
entonces todas las soluciones de la ecuacio´n (1.12) son prolongables al futuro.
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Demostracio´n. En efecto, supongamos que la afirmacio´n del teorema no
es cierta, luego existe un (t0, x0, y0) ∈ W+t1 tal que la solucio´n x = x(t) de la
ecuacio´n (1.12) con valores iniciales x(t0) = x0 y x′(t0) = y0, esta´ definida en
[t0, τ+[, donde τ+ < +∞, y se tiene que
lim sup
t→τ+
[ |x(t)|+ |x′(t)|] = +∞.
La funcio´n U a lo largo de la respectiva solucio´n (x(t), y(t)) del sistema (1.13)
es mono´tona no creciente, por el Lema 2.2. Luego, de lo anterior, de la
condicio´n (G1), de la continuidad de a en R+t1 y del cara´cter no creciente
de b, se tiene para todo t ∈ [t0, τ+[ que
U(13)(t0) ≥ U(13)(t) ≥
b(t)
a(t)
K(y(t)) ≥ b(τ
+)
M˜a
K(y(t)),
donde M˜a = max{a(t), t ∈ [t0, τ+]} > 0, y as´ı,
K(y(t)) ≤ M˜a U(13)(t0)
b(τ+)
< +∞.
De (K∓∞) se tiene el acotamiento de y = y(t). So´lo resta proceder como
se hizo en la demostracio´n del Teorema 2.1 para obtener el acotamiento de
x = x(t). Tal contradiccio´n completa la demostracio´n del teorema.
Si en la ecuacio´n (2.1) se asume que z(t, x, y) ≡ 0 en W+t1 , tenemos entonces
la ecuacio´n (1.6), para la cual es va´lido el siguiente corolario.
Corolario 2.2. Si en la ecuacio´n (1.6) se tiene (G1) y (K∓∞), entonces todas
sus soluciones son prolongables al futuro.
Adema´s, se cumplen los corolarios:
Corolario 2.3. Si en la ecuacio´n (1.8) se tiene (G1) y
(D+t ) : d(t) ≥ 0, si t ∈ <+t1,
entonces todas sus soluciones son prolongables al futuro
Corolario 2.4. Si en la ecuacio´n (1.7) se tiene (G1) y (D+x ), entonces todas
sus soluciones son prolongables al futuro.
Corolario 2.5. Si en la ecuacio´n (1.9) se tiene (G1), (D+x ) y (K∓∞), entonces
todas sus soluciones son prolongables al futuro.
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Observacio´n 2.1. Comentemos brevemente los corolarios del Teorema 2.2:
1. El Corolario 2.2 generaliza los resultados de Vera–Hechavarr´ıa y Ruiz–
Chaveco [18, 19], dado que ellos exigieron:
• La condicio´n (G4), que es ma´s exigente que (G1).
• El acotamiento superior de k en todo R, que hemos debilitado al
exigir (K∓∞),
• a′(t) ≤ 0 en <+t1, exigencia de la que hemos aqu´ı prescindido.
2. Los Corolarios 2.3 a 2.5 generalizan los resultados de Repilado–Ramı´rez,
Ruiz–Chaveco y Salas–Robert [10, 11, 13, 14, 15], pues la condicio´n (G4)
exigida por estos autores ha sido aqu´ı sustituida por (G1).
3 Acotamiento de las soluciones de la ecuacio´n
Empleando adecuadamente las funciones energe´ticas tipo Liapunov, V y U ,
investiguemos el acotamiento de las soluciones de la ecuacio´n (1.12).
Teorema 3.1. Si se cumple (D+), (A+), (G) y
(G∓∞) : lim sup
x→∓∞
G(x) = +∞,
entonces todas las soluciones de la ecuacio´n (1.12)) son acotadas.
Demostracio´n. Sea dada una solucio´n cualquiera de la ecuacio´n (1.12),
x = x(t), t ∈ [t0, τ+[. Conocemos del Lema 2.1 que la funcio´n V , a lo largo de
la correspondiente solucio´n del sistema (1.13) es mono´tona no creciente; as´ı,
para t ∈ ]t0, τ+[,
V(13)(t0) ≥ V(13)(t) ≥ G(x(t)),
y por (G∓∞) se tiene que
lim sup
t→τ+
|x(t)| < +∞,
con lo que el teorema queda demostrado.
Escogiendo la funcio´n U en lugar de V , y procediendo de forma ana´loga, se
demuestra el
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Teorema 3.2. Si se cumple (D+), (G1), (G∓∞) y
(AI) :
∫ +∞
t1
a′(s)−
a(s)
ds < +∞,
entonces todas las soluciones de la ecuacio´n (1.12) son acotadas.
Demostracio´n. Sea dada una solucio´n cualquiera de la ecuacio´n (1.12),
x = x(t), t ∈ [t0, τ+[. Del Lema 2.2 sabemos que la funcio´n U a lo largo de
la correspondiente solucio´n del sistema (1.13) es mono´tona no creciente; as´ı,
para t ∈]t0, τ+[
U(13)(t0) ≥ U(13)(t) ≥ b(t)G(x(t));
de (AI) tenemos que para tales t,
b(t) ≥ b(τ+) = lim
t→τ+
b(t) > 0
y
G(x(t)) ≤ U(13)(t0)
b(τ+)
< +∞.
Por (G∓∞) se tiene que
lim sup
t→τ+
|x(t)| < +∞,
y el teorema queda demostrado.
Corolario 3.1. Si en la ecuacio´n (1.6) se tiene (G∓∞), (G1) y (AI), entonces
todas sus soluciones son acotadas.
Corolario 3.2. Si en la ecuacio´n (1.8) se tiene (G∓∞), (D+t ), (AI) y (G1),
entonces todas sus soluciones son acotadas.
Corolario 3.3. Si en la ecuacio´n (1.9) (ecuacio´n (1.7)) se tiene (G∓∞), (D+x ),
(AI) y (G1), entonces todas sus soluciones son acotadas.
Observacio´n 3.1. Estos u´ltimos corolarios generalizan los resultados de Repi-
lado–Ramı´rez, Ruiz–Chaveco, Vera–Hechavarr´ıa y Salas–Robert, pues en todos
la condicio´n (G4), exigida por ellos, aqu´ı ha sido debilitada a (G1), y en los
casos de las ecuaciones (1.6) y (1.9) no hemos exigimos condicio´n alguna a la
funcio´n k.
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4 Acotamiento de las soluciones del sistema
Para estudiar el acotamiento de las soluciones del sistema (1.12) auxilie´monos
del lema siguiente:
Lema 4.1. Si adema´s de las condiciones (D+), (G), (A+) y (K∓∞) se cumple
(A<) : Existe una constanteMa, tal que a(t) ≤Ma < +∞, si t ∈ R+t1,
entonces para toda solucio´n x = x(t) de la ecuacio´n (1.12) se tiene que x′ =
x′(t) esta´ acotada.
Demostracio´n. Sea dada una solucio´n cualquiera de la ecuacio´n (1.12),
x = x(t), t ∈ [t0, τ+[. Por el Lema 2.1, la funcio´n V a lo largo de la respectiva
solucio´n (x(t), y(t)) del sistema (1.13) es mono´tona no creciente, luego para
todo t ∈ [t0, τ+[, de las condiciones (G) y (A<) se tiene que
V(13)(t0) ≥ V(13)(t) ≥ −G0 +
K(y(t))
a(t)
≥ −G0 + K(y(t))
Ma
y
K(y(t)) ≤Ma [V(13)(t0) +G0] < +∞.
De (K∓∞) se tiene
lim sup
t→τ+
|y(t)| < +∞,
donde y(t) = x′(t), quedando demostrado el lema.
Como consecuencia del lema anterior y del Teorema 3.1, se tiene el siguiente
resultado:
Teorema 4.1. Todas las soluciones del sistema (1.13) esta´n acotadas si se
cumplen las condiciones (D+), (G), (A+), (K∓∞), (G∓∞) y (A<).
Empleando la funcio´n tipo Liapunov U y siguiendo la misma idea general de la
demostracio´n del Lema 4.1 y el Teorema 4.1, se comprueba, respectivamente,
la validez de las siguientes afirmaciones.
Lema 4.2. Supongamos va´lidas las condiciones (D+), (G1), (K∓∞), (AI) y
(A<); entonces para toda solucio´n x = x(t) de la ecuacio´n (1.12), x′ = x′(t)
esta´ acotada.
Teorema 4.2. Si se cumplen (D+), (G1), (K∓∞), (AI), (G∓∞) y (A<),
entonces todas las soluciones del sistema (1.12) esta´n acotadas.
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5 Conclusiones
I. Los resultados aqu´ı expuestos se caracterizan por:
1. La generalidad del amortiguamiento no negativo φ, que:
• Abarca el caso en que φ(t, x, y) ≡ z(t, x, y) y, donde z ∈
C(W+t1 , [0,+∞]), ampliamente abordado en la literatura espe-
cializada, y otros no ah´ı incluidos, por ejemplo, φ(t, x, y) ≡ y2/3
en W+t1 .
• Es funcio´n no so´lo de t o´ x, sino de t, x y y.
2. La caracterizacio´n de la funcio´n s, que:
• Depende en general no so´lo de t y x, sino tambie´n de la veloci-
dad y = x′.
• Respecto de la funcio´n g, se le exige en todos los casos, condi-
ciones menos exigentes que (G4), considerada en los trabajos de
Repilado–Ramı´rez, Ruiz–Chaveco y Vera–Hechavarr´ıa, Salas–
Robert, Burton y Grimmer.
II. Mu´ltiples condiciones suficientes de prolongabilidad al futuro o de aco-
tamiento de todas las soluciones de diversos tipos de ecuaciones y sis-
temas de ecuaciones no lineales de segundo orden no auto´nomos pueden
ser obtenidas como consecuencia de los teoremas anteriores, si atendemos
adema´s a que:
1. La condicio´n (G) se cumple con cualesquiera de las condiciones ma´s
exigentes:
• (G1) : G(x) ≥ 0, para todo x ∈ <;
• (G2) : G(x) > 0, para todo x 6= 0;
• (G3) : x g(x) ≥ 0, para todo x ∈ <;
• (G4) : x g(x) > 0, para todo x 6= 0.
2. La condicio´n (D+) es obtenida si asumimos que:
• φ(t, x, y) ≡ f(x) y, y se exige (D+x ) : f ∈ C(<, [0,+∞[);
• φ(t, x, y) ≡ d(t) y , y se toma (D+t ) : d ∈ C(<+t1 , [0,+∞[),
casos estos tratados por Ruiz–Chaveco, Repilado–Ramı´rez y
Salas–Robert.
III. Adema´s, en este trabajo:
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1. Se generalizan los criterios establecidos en trabajos precedentes por
los autores aqu´ı citados, al debilitar las condiciones sobre las fun-
ciones g y k.
2. Se establecen nuevas condiciones suficientes de prolongabilidad al
futuro y acotamiento de ciertas clases de ecuaciones y sistemas de
ecuaciones no lineales de segundo orden no auto´nomos.
IV. Otras condiciones suficientes para la prolongabilidad al futuro de las solu-
ciones de la ecuacio´n (1.12), son obtenidas en [9], en las que se debilitan
las exigencias de suavidad de la funcio´n a y son considerados, adema´s
del amortiguamiento no negativo, otros tipos de amortiguamiento.
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